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SUR LA CONJECTURE DE COLLATZ
par
Vincent Fleckinger & Ibrahim Abdoulkarim
Résumé. — Cet article propose une généralisation de la conjecture Collatz,
connue aussi sous le nom de problème 3n + 1, ou conjecture de Syracuse aux
éléments du complété 2-adique de Q, noté Q2. L’introduction d’une isométrie
φ2,3 de Q2 adaptée au problème permet la reformulation de la conjecture sous
la forme φ2,3(Q) = Q. L’inclusion φ
−1
2,3(Q) ⊂ Q, qui est immédiate, donne la
forme des rationnels vérifiant la conjecture, et leur densité dans Q2. On étudie
ensuite des variations sur le couple (p, q) des nombres intervenants dans la
fonction que l’on itère, et on étudie les éléments du complémentaire de Q dans
φp,q(Q). On montre ainsi que les couples (p, q) vérifiant q
p−1 < pp sont des
candidats naturels pour vérifier φp,q(Q) = Q.
0. Introduction
Dans la suite une suite (un)n∈N est dite ultimement périodique s’il existe
un entier n0 tel que la suite (un0+n)n∈N soit périodique.
On considère l’application f de N dans N définie par
∀n ∈ N, f(n) =


n
2
, si 2|n,
3n+ 1
2
, sinon,
et la suite u = (un)n∈N définie par u0 et la relation de récurrence
∀n ∈N, un+1 = f(un).
Cette suite est une variante de la suite de Syracuse classique, et permet d’énon-
cer la conjecture de Collatz sous la forme suivante :
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Conjecture 1. — Soit u un entier positif, il existe un entier n0 vérifiant
un0 = 1. La suite est alors ultimement périodique et vérifie pour tout entier
naturel k, un0+2k = 1 et un0+2k+1 = 2.
L’ application f se prolonge naturellement en une application continue de
l’ensemble des entiers 2-adiques Z2 dans lui-même.
On peut généraliser le problème en utilisant des applications construites sur
le même principe.
On considère pour un nombre premier p, la fonction ǫ0 définie par
ǫ0 : Zp 7→ {0, 1, . . . , p− 1}, ǫ0(u) ≡ u mod p
et pour un entier q non nul, la fonction gp,q(n) définie par
∀u ∈ Zp, gp,q(n)
{
n
p , si p|n,
qn+ǫ0(−qn)
p , sinon
.
On s’intéresse au comportement de la suite (gnp,q(u))n∈N, sachant que le cas
(p, q) = (2, 3) redonne le problème de départ.
On obtient alors un premier résultat :
Théorème 2. — Soit p un nombre premier, q un entier vérifiant 1 < q < p
et u un élément de Zp. L’élément u est rationnel si et seulement si la suite
(gnp,q(u))n∈N est ultimement périodique.
Introduisons la définition suivante :
Définition 3. — Une application ψ de N dans N = N ∪ {+∞} est dite
admissible, si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. L’ensemble Nψ = ψ
−1(N) est de la forme IN = {i ∈ N, i ≤ N} ou N.
2. L’application ψ est strictement croissante sur l’ensemble Nψ).
On peut alors reformuler le résultat précédent sous la forme suivante.
Corollaire 4. — Soit p un nombre premier, q un entier vérifiant 1 < q < p,
ψ une fonction admissible de N dans N, et (an)n∈Nψ une famille d’entiers à
valeur dans {1, . . . , p − 1}. La série entière Gψ(T ) =
∑∞
n∈Nψ
anp
ψ(n)T n est
rationnelle si et seulement si G(1/q) est un rationnel de Qp.
Une généralisation élémentaire à un corps de nombre K, permet d’obtenir
le corollaire suivant :
Corollaire 5. — Soit ψ une fonction admissible de N dans N. La série en-
tière Gψ(T ) =
∑
n∈Nψ
2ψ(n)T n est rationnelle si et seulement si G(1/
√
3) est
dans Q(
√
3) ∩ Z2[
√
3].
Ces résultats donne naturellement naissance à la question suivante :
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Question. — Soit p un nombre premier, q un entier positif non nul, ψ une
fonction admissible de N dans N, et an une suite à valeur dans {1, . . . , p−1}.
La série entière Gψ(T ) =
∑
n∈Nψ
anp
ψ(n)T n est-elle rationnelle si et seulement
si Gψ(1/q) est un rationnel de Qp.
Cette question dans le cas (p, q) = (2, 3) est alors une reformulation de la
conjecture de Collatz.
Un élément de réponse est donné dans la partie 5, les couples (p, q) pour
lesquels la réponse pourrait être positive sont ceux vérifiant qp−1 < pp.
Plan de la suite de l’article
- La première partie introduit les rappels sur les entiers p-adiques. En
particulier le critère de rationalité d’un élément p-adique en fonction de
son développement de Hensel.
- La deuxième partie donne la construction de l’isométrie φp,q de Qp adap-
tée au problème, et énonce le problème général.
- La troisième partie développe la combinatoire reliée au problème.
- La quatrième partie est une étude de la périodicité des éléments de
φ−1p,q(Q).
- La cinquième partie étudie les rayons de convergences des séries intro-
duites, et les éléments non rationnels de l’image de φp,q(Q). On obtient
aussi des résultat sur le comportement en moyenne desm-premiers termes
de la suite (un), lorsque |u| est assez grand et décrit les classes modulo
pm.
1. La sixième partie traite des exemples dans le cas d’un anneau d’entiers
algébriques monogène, et de Fp[[T ]].
1. L’anneau des entiers p-adique Zp
Le lecteur trouvera aisément des références sur les anneaux p-adiques, par
exemple le livre d’Yvette Amice sur ce sujet [Ami75].
La valuation ultramétrique p-adique d’un entier n, définie par
∀n ∈ Z, νp(n) = sup{k, pk|n}
à valeur dans N∪{+∞} permet de définir le complété Zp de Z pour la distance
ultramétrique |x − y|p = p−νp(x−y). Pour cette métrique une série converge si
et seulement si son terme général tend vers 0. L’anneau Zp est local d’idéal
maximal pZp.
On prolonge de façon naturelle, par multiplicativité, la valuation à Q, dont
le complété p-adique est noté Qp.
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Notation. — Afin de rappeler la métrique que l’on considère, lorsqu’on écrit
une égalité faisant intervenir un passage à la limite, par exemple la somme
d’une série, on notera =∞ ou =p au lieu du signe = réservé aux égalités dans
Q ou Q[[T ]] ne faisant pas intervenir un complété de Q particulier.
Ainsi tout élément de Zp admet un développement sous forme d’une série :
Proposition 6 (Développement de Hensel). — Tout élément u de Zp
admet un développement de Hensel unique : u =p
∑∞
n=0 aip
i où la suite (ai)
prend ses valeurs dans {0, . . . , p− 1}.
On peut faire plusieurs remarques importantes sur ce développement :
1. La suite (ai)i∈N est ultimement périodique si et seulement si u est dans
Q∩Zp. Si u = ab est un rationnel écrit sous la forme réduite (a, b) = 1 et
b > 0, la période correspond alors à l’ordre de p modulo b. Ainsi
−1 =p
∑
n∈N
(p− 1)pn.
2. L’application θ : {0, 1, . . . , p − 1}N 7→ Zp définie par θ(x) =
∑
i∈N xip
i
est un homéomorphisme, et même une isométrie si l’on prend sur
{0, 1, . . . , p− 1}N la distance définie par
d(x, y) = p−h(x,y) où h(x, y) = inf{i, xi 6= yi},
avec la convention h(x, x) = +∞.
2. Construction de l’isométrie
Proposition 7. — La fonction gp,q est uniformément continue pour la topo-
logie p-adique.
En effet on a
∀x, y ∈ Zp, |x− y|p < 1⇒ |gp,q(x)− gp,q(y)|p = p|x− y|p
et
∀x, y ∈ Zp, |x− y|p = 1⇒ |gp,q(x)− gp,q(y)|p ≤ |x− y|p.
donc gp,q est lipschitzienne.
Dans la suite on notera χp la fonction caractéristique de Zp\pZp. Alors la
quantité rk définie par
r0 = 0,∀k ∈ N\{0}, rk =
k∑
i=0
χp(g
i
p,q(v)),
compte le nombre de termes ui premiers avec p, d’indice inférieur où égal à k.
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Proposition 8. — Soit u un élément de Zp, et un = g
n
p,q(u). La suite (un)n∈N
vérifie la relation de récurrence suivante :
∀n ∈ N, pun+1 = qχp(un)un + ǫ0(−qun).
En particulier on obtient les relations suivantes dans Zp :
(1) ∀n ∈ N, u+
n∑
i=0
ǫ0(−qui)pi
qri
=p
un+1p
n+1
qrn
.
et par passage à la limite
(2) ∀n ∈ N, u+
∑
i∈N
ǫ0(−qui)pi
qri
=p 0.
Proposition 9. — L’application φp,q : Zp 7→ Zp définie par
∀u ∈ Zp, φp,q(u) =p
∞∑
n=0
ǫ0(−qun)pn
est une isométrie de Zp.
En effet un calcul immédiat donne, si u = v + pnw et |w|p = 1, pour tout
entier k inférieur ou égal à n, gkp,q(u) = g
k
p,q(v) + p
n−kqrk−1w.
En particulier le premier indice pour lequel uk et vk ne sont pas dans la
même classe modulo p est n, d’où |φp,q(u)− φp,q(v)|p = |u− v|p.
D’après la proposition précédente, et la formule (2), φp,q est surjective,
d’application réciproque définie par :
∀v ∈ Zp, v =p
∞∑
i=0
aip
i, φ−1p,q(v) =p −
∞∑
i=0
aip
i
qri
.
où v =p
∑
i aip
i est le développement de Hensel de v.
Notons δp l’application
1
p(Id−ǫ0). C’est une application continue qui permet
de tester la périodicité d’un développement de Hensel :
Proposition 10. — Pour tout développement de Hensel définie par une suite
a : N 7→ {0, 1}, on a l’égalité suivante :
δp(
∞∑
i=0
aip
i) =p
∞∑
i=0
ai+1p
i.
L’application δp permet donc de tester la rationalité d’un élément de Zp,
puisque d’après les propriétés du développement de Hensel,
∀v ∈ Zp, v ∈ Q⇔ ∃k ∈ N∗,∃n0,∀n ≥ n0, δn+kp (v) =p δnp (v).
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Un entier k vérifiant la propriété précédente est appelé une période du déve-
loppement.
La définition de φp,q permet d’obtenir sans difficulté la relation suivante :
Proposition 11. — On a φp,q ◦ gp,q = δp ◦ φp,q.
Cette égalité s’itère de façon naturelle en :
∀n ∈ N, φp,q ◦ gnp,q = δnp ◦ φp,q.
On en déduit immédiatement le corollaire :
Corollaire 12. —
φ−1p,q(Q ∩ Zp) = {u ∈ Zp,∃n0,∀n ≥ n0,∃k ∈N, gn+kp,q (u) = gnp,q(u)}.
Ainsi on a les valeurs particulières
φ−1p,q(−1) =p −
∞∑
n=0
(p− 1)pi
qi+1
, φ−12,3(−
1
3
) =2 −
∞∑
n=0
22i
3i+1
soit encore
φ−1p,q(−1) =p
1− p
q − p , φ
−1
2,3(−
1
3
) =2 1.
Proposition 13. — On a l’inclusion suivante :
φ−1p,q(Q ∩ Zp) ⊂ Q ∩ Zp.
La démonstration de cette proposition, qui repose sur la combinatoire des
séries formelles associées au problème, sera faite dans la troisième partie.
Question (Problème de Collatz généralisée). — Soit φp,q l’isométrie de
Qp obtenue en prolongeant celle de Zp par
∀u ∈ Zp,∀n ∈N, φ(p−nu) = p−nφ(u).
On peut alors poser la question générale : Pour quels couples (p, q) a-t-on
l’égalité φp,q(Q) = Q ?
Le résultat précédent donne l’inclusion :
φ−1p,q(Q) ⊂ Q.
La continuité de φp,q permet d’affirmer que l’ensemble des rationnels pour
lesquels la suite est ultimement périodique est dense dans Qp.
En particulier pour le couple (2, 3), l’ensemble des rationnels vérifiant la
conjecture de Collatz sont denses dans Q2.
Si q < p la réponse est positive du fait que la hauteur des éléments de la
suite des itérés reste bornée. Pour le cas p < q des simulations numériques
montre que la réponse semble être assez souvent négative.
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3. Combinatoire de la suite de Collatz
Dans la suite on étudie le cas (p, q) en utilisant les notations suivantes :
φp,q(u) =p
∞∑
n=0
anp
n,
∀n ∈ N, gnp,q(u) = un, rn = Card({0 ≤ i ≤ n− 1, ai = 0}
Et on introduit la fonction ψu(n) de N dans N ∪ {+∞} définie par :
φp,q(u) =p
∑
n∈N
aψu(n)p
ψu(n).
En particulier ψu(n) est l’indice du n-ième coefficient non nul dans le dévelop-
pement de Hensel de φp,q(u). La fonction ψu est une fonction admissible de N
dans N.
On remarquera, que +∞ est dans l’image de ψu si et seulement si la fonction
la suite rn(u) est bornée, donc constante à partir d’un certain rang. De plus,
avec les notations introduites on obtient :
∀n ∈ N, ψu(n) ∈N⇒ rψu(n) = n+ 1,
p+∞ =p 0 et
∞∑
n=0
anp
n =p
∞∑
n=0
aψu(n)p
ψu(n).
Pour u fixé on notera ψ = ψu.
Proposition 14. — Soit u un élément de Z2, alors les séries entières
Fψ(T ) =
∞∑
n=0
aψ(n)p
ψ(n)T n et Gu(T ) =
∞∑
n=0
an
pn
qrn
T n
vérifie les égalités suivantes :
u
1− T +
1
1− T Gu(T ) =
∞∑
n=0
pn+1un+1
qrn
T n.
qu
1− qT +
1
1− qT Fψ(T ) =
∞∑
n=0
pψ(n+1)uψ(n+1)T
n,
La première provient de la proposition 10.
La deuxième provient des égalités :
(3) ∀n ∈ N, u+
n∑
i=0
aψ(i)
pψ(i)
qi+1
=p
pψ(n+1)uψ(n+1)
qn+1
.
et d’obtenir l’égalité des séries entières.
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Proposition 15. — Soit u un élément de Zp, et ψu la fonction associée. La
série entière
Su(T ) =2
∞∑
n=0
pψ(n+1)uψ(n+1)T
n.
est une fraction rationnelle si et seulement si φp,q(u) est un rationnel.
En effet la deuxième égalité de la proposition précédente, permet d’affirmer
que si Su est une fraction rationnelle, alors Fψ en est aussi une, et ses coefficients
sont dans Q, puis φp,q(u) =p Fψ(1) est un rationnel, donc son développement
de Hensel est périodique, et enfin u = −1qFψ(1q ) est aussi un rationnel, ainsi
que les uψ(n). Réciproquement si φp,q(u) est un rationnel, son développement
de Hensel Fψ(1) est ultimement périodique, donc la série Fψ est une fraction
rationnelle, ainsi que Su.
Corollaire 16. —
φ−1p,q(Q) ⊂ Q.
En effet il suffit de se ramener au cas où φp,q(u) est un entier p-adique
rationnel, comme φp,q(u) = Fψu(1), Fψu est une fraction rationnelle, puis
sachant que Fψu converge sur un disque de rayon au moins p dans Qp, on
peut écrire u =p −1qFψu(1q ), ce qui prouve sa rationalité.
On peut reformuler la conjecture de Collatz sous la forme :
Conjecture 17. — Soit ψ une fonction admissible de N dans N. La série
entière Gψ(T ) =
∑∞
n=0 2
ψ(n)T n est rationnelle si et seulement si Gψ(
1
3) est un
rationnel de Q2.
Le problème général correspondant à un couple (p, q) introduit une combi-
natoire similaire, et admet une solution élémentaire dans le cadre suivant :
Théorème 18. — Soit p un nombre premier, q un entier vérifiant 1 < q < p
et ψ une fonction admissible de N dans N, et an une suite à valeur dans
{1, . . . , p− 1}. La série entière Gψ(T ) =
∑∞
n=0 anp
ψ(n)T n est rationnelle si et
seulement si Gψ(1/q) est un rationnel de Qp.
Définition 19. — Soit ab un rationnel sous forme réduite, on note appelle
hauteur de u la quantité h(u) = max{|a|, |b|}.
Seule la réciproque pose problème. On remarquera ici que l’indexation de
la suite an a changée, et que la suite est à valeur dans {1, . . . , p − 1}, donc
peut s’écrire sous la forme a′ψ(n) pour une suite (a
′
n) dont le n-ième terme non
nul est an = a
′
ψ(n). Lorsque 0 < q < p, la suite de rationnels obtenue à partir
d’un rationnel u, par itération de gp,q admet une hauteur bornée. Elle prend
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un nombre fini de valeurs, donc est ultimement périodique. D’où la rationalité
de la série.
4. Points périodiques
Définition 20. — Un élément u de Qp est dit k-périodique pour gp,q si la
suite (gnp,q(u))n∈N est périodique, de période k, c’est-à-dire si g
k
p,q(u) = u.
Proposition 21. — Un élément u de Qp est k-périodique si et seulement
si il existe un entier positif k tel que (1 − pk)gp,q(u) est un entier vérifiant
0 ≤ (1− pk)gp,q(u) < pk.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la description des
éléments de Zp ayant un développement de Hensel périodique.
Le plus petit entier positif k tel que u soit k-périodique, est appelé la période
de u.
Corollaire 22. — Il y a exactement pk éléments u de Qp vérifiant l’égalité
gkp,q(u) = u. Plus précisément si ℓ est un entier positif inférieur à k, (ai)0≤i≤ℓ−1
un élément de {1, . . . , p − 1}ℓ et ψ une application strictement croissante de
{0, . . . , ℓ} dans {0, . . . , k} vérifiant et ψ(ℓ) = k, alors
u = −
∑l−1
i=0 aip
ψ(i)qℓ−i−1
qℓ − pk .
En effet on a alors
u =p −
ℓ−1∑
i=0
ai
pψ(i)
qi+1
1
1− pk
qℓ
D’où
φp,q(u) =p
1
1− pk
ℓ−1∑
i=0
aip
ψ(i)
On obtient ainsi tous les développements de Hensel périodiques de période k.
Définition 23. — Un élément u de Qp est dit ultimement k-périodique pour
gp,q si la suite (g
n
p,q(u))n∈N est périodique, de période k à partir d’un certain
rang, c’est-à-dire s’il existe un entier n0 tel que g
n0+k
p,q (u) = g
n0
p,q(u).
Proposition 24. — Un élément u de Qp est ultimement k-périodique si et
seulement si (1− pk)gp,q(u) est un entier positif.
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On peut s’intéresser aux points périodiques entiers. Une façon simple de
fabriquer des période entière est d’imposer que le dénominateur qui intervient
dans la formule soit égal à 1. Pour cela la conjecture de Catalan démontrée
par P. Mihaile˘scu[Mih05] donne une précision sur les dénominateurs qui in-
terviennent dans l’expression des éléments k-périodiques.
Théorème 25. — (Conjecture de Catalan) Soient n et m deux entiers supé-
rieurs ou égaux à 2. L’équation xm − yn = 1 n’admet qu’un nombre fini de
solutions,
(m,n, x, y) ∈ {(2, 3,−3, 2), (2, 3, 3, 2)}.
On en déduit que pour p > 3 les seules possibilités conduisant à qℓ−pk = ±1
avec ℓ < k sont obtenues pour ℓ = 1, q = pk ± 1.
On peut donc résoudre complètement les équations 3ℓ−2k = −1 et 3ℓ−2k =
1.
Corollaire 26. — Considérons l’équation 3ℓ − 2k = ±1.
1. L’ensemble des couples (k, ℓ) solutions de 3ℓ−2k = −1 est {(1, 0), (2, 1)}.
2. L’ensemble des couples (k, ℓ) solution de 3ℓ − 2k = 1 est {(1, 1), (3, 2)}.
Le cas (1, 0) conduit au point fixe 0, le cas (2, 1) donne les 2-périodes 1 et 2.
Le couple (1, 1) donne le point fixe −1, et le couple (3, 2) donne les
points 3-périodiques entiers négatifs (−5,−7,−10). La conjecture de Col-
latz prédit que les seules périodes entières positives sont 0 et 1. Par
contre il y a plusieurs périodes entières négatives, ne correspondant
pas aux solutions de l’équation de Catalan, on obtient ainsi le cycle
(−17,−25,−37,−55,−82,−41,−61,−91,−136,−68,−34). pour ces valeurs
on a k = 11, l = 7, 37 − 211 = 139 et la relation de divisibilité :
17 =
36 + 2 · 35 + 22 · 34 + 23 · 33 + 25 · 32 + 26 · 3 + 27
37 − 211
On peut écrire une relation analogue pour chaque période du cycle précédent.
On peut donc se poser naturellement la question de l’existence d’un entier
strictement supérieur à 2 qui soit une k-période. La conjecture de Collatz dans
le cas (2, 3) classique entraine une réponse négative. On s’intéresse maintenant
à la l’adhérence des entiers vérifiant la conjecture de Collatz dans le cas (2, 3).
Lemme 27. — Le groupe Z∗3 des éléments inversibles de Z3 est engendré
topologiquement par 2.
Démonstration. — Notons U3 = Z
∗
3 le groupe des éléments inversibles de Z3,
U
(k)
3 = 1 + 3
kZ3 les noyaux des surjections naturelles sur (Z/3
kZ3)
∗. Soit
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π désigne la surjection naturelle de U3 dans (Z3/Z3)
∗ et, pour tout entier k
supérieur ou égal à 1, πk désigne l’homomorphisme de groupe
πk : U
(k)
3 → Z3/3Z3
πk(u) =
u− 1
3k
Ainsi on a ainsi les suites exactes
{1} → U (1)3 → U3 → (Z3/Z3)∗ → {1}.
{1} → U (k+1)3 → U (k)3
πk→ Z3/Z3 → {0}.
De plus le caractère de Teichmuller en 2 est donné par
χ3(2) =3 lim
n→∞
23
n
=3 −1
Donc U3 se décompose en produit direct U3 = {±1} × U (1)3 .
Comme 4 = 1 + 3, 4 engendre le groupe multiplicatif U
(1)
3 /U
2
3 qui est un
F3 espace vectoriel de dimension 1. D’après le lemme de Nakayama, l’élément
22 engendre U
(1)
3 . Donc l’adhérence de 2
Z contient {±1} × U (1)3 , c’est-à-dire
Z∗3.
Corollaire 28. — Les entiers qui vérifient la conjecture de Collatz sont dense
dans Z2.
Démonstration. — Soit u un entier, posons φ2,3(u) =
∑
i∈N 2
ψ(i). Alors pour
tout entier n, 3nu+
∑n−1
i=0 2
ψ(i)3n−i = 2ψ(n)uψ(n).
Soit
ψ′(n) = min{k ∈ N, k > ψ(n − 1), |2k −
n−1∑
i=0
2ψ(i)3n−i|3 < 1
2ψ(n)
},
et
vn =
n−1∑
i=0
2ψ(i) + 2ψ(n)/(1− 4),
alors −3vn est dans N et
φ−12,3(vn) =
2ψ(n) −∑n−1i=0 2ψ(i)3n−i
3n
est un entier. Comme |u− φ−12,3(vn)|2 = |φ2,3(u)− vn|2
on obtient
|u− φ−12,3(vn)|2 ≤
1
2ψ(n)
.
D’où le résultat.
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On peut préciser ce résultat en utilisant le théorème des sous-espaces établi
par Schmidt [Sch80] et sa version p-adique donnée par Schlickewei [Sch76]
Théorème 29. — On note Q la clôture algébrique de Q dans C. On considère
un entier m supérieur ou égal à 2, et un réel strictement positif ǫ. Soient
L1,. . .,Lm une base du dual de Q
m
. L’ensemble des solutions entières x =
(x1, . . . , xm) ∈ Zm de l’inégalité
m∏
i=1
|Li(x)| ≤ max{|x1|, . . . , |xm|})−ǫ
est contenu dans une union finie de sous-espaces vectoriels propres de Qm.
Théorème 30. — On considère un entier m supérieur ou égal à 2, un réel
strictement positif ǫ, et un ensemble fini de nombres premiers S. Pour chaque
place ν appartenant à S ∪ {∞}, on considère des formes linéaires (Li,ν)1≤i≤ν
sur Q
m
, linéairement indépendantes sur Q. L’ensemble des solutions entières
x = (x1, . . . , xm) ∈ Zm de l’inégalité∏
ν∈S∪{∞}
m∏
i=1
|Lν,i(x)|ν ≤ max{|x1|, . . . , |xm|})−ǫ
est contenu dans une union finie de sous-espaces vectoriels propres de Qm.
On en déduit le théorème suivant :
Théorème 31. — Soit u un rationnel, on pose
φ2,3(u) =
∑
n∈N
2ψ(n),
et un = φ
n
2,3(u). Si ω est un rationnel, on note
ψ′ω(n+ 1) = inf{k ∈ N|
n∑
i=0
2ψ(i)3n−i − ω2k|3 ≤ 1
3n+1
},
alors la suite (un)n∈N est ultimement périodique si et seulement si il existe
un rationnel ω tel que lim inf ψ
′
ω(n)
n < ∞. Le rationnel ω est alors un point
périodique.
Démonstration. — Si la suite (un)n∈N est ultimement périodique, il suffit de
choisir ω parmi les points périodiques de la suite.
On pose
∞ 2 3
Lν,1 x x x
Lν,2 y ux+ y y − ωz
Lν,3 z z z
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Alors si xn = (3
n+1,
∑n
i=0 2
ψ(i)3n−i, 2ψ
′(n+1)), et
H(x, y, z) = max{|x|, |y|, |z|},
on a ∏
ν∈S∪{∞}
3∏
i=1
|Lν,i(xn)|ν =
∑n
i=0 2
ψ(i)3n−i
2ψ(n+1)3n+1
.
En particulier
lim inf

 ∏
ν∈S∪{∞}
3∏
i=1
|Lν,i(xn|ν


1
n
≤ 1
2
.
Si lim inf ψ
′
ω(n)
n est un réel β > 0, alors 2
β > 1, et pour ǫ < log 2log 3 il existe une
fonction strictement croissante h de N dans lui-même telle que la sous-suite
infinie xh(n) vérifie
∏
ν∈S∪{∞}
3∏
i=1
|Lν,i(xh(n))|ν < H(xh(n))−ǫ
Il existe donc des entiers algébriques a, b, c non tous nuls, tels que, quitte
à raffiner la sous-suite définie par h, la forme linéaire sur Q
3
définie par
L(x, y, z) = ax+ by + cz vérifie
∀n ∈ N, L(xh(n)) = 0.
Soit encore
∀n ∈ N, a3h(n)+1 + b
h(n)∑
i=0
2ψ(i)3h(n)−i + c2ψω(h(n)+1) = 0.
L’élément b est donc non nul et
∀n ∈ N, a
b
+
h(n)∑
i=0
2ψ(i)
3i+1
= −c
b
2ψ
′(h(n)+1)
3h(n)+1
.
Par passage à la limite on obtient que ab est égal à u. De plus la suite g
n
2,3(u)
est ultimement périodique, puisque l’élément − cb s’identifie alors à terme de la
suite (un)n∈N apparaissant une infinité de fois. On obtient par identification
dans Q3 ω =3 − cb , d’où ω = − cb .
Remarque 32. — Ce résultat se généralise dès que l’on peut définir la fonc-
tion ψ, ce qui se produit si p engendre Z∗q.
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5. Rayons de méromorphie des séries
L’objectif de cette partie est d’utiliser les informations sur les séries intro-
duites précédemment, pour l’étude des éléments non rationnels de φp,q(Q), c’est
à dire les éléments rationnels tels que la suite (gnp,q(u)) ne soit pas ultimement
périodique. On suppose donc q premier avec p et supérieur à p.
Proposition 33. — Un rationnel u ne vérifie pas la conjecture de Collatz
généralisée si et seulement si limn→∞ |un|∞ =∞ +∞
On remarque que si du est entier, alors pour tout entier n, dun est aussi
un entier. Dire que la suite gnp,q(u) n’est pas ultimement périodique est donc
équivalent au fait que pour tout entier N , il existe un rang n0 au-delà duquel
la suite prend des valeurs |un| > N , c’est à dire qu’elle admet pour limite
+∞ ou −∞ quand n tend vers l’infini. On a donc une équivalence entre
limn |un|∞ =∞ +∞ et le fait que u ne vérifie pas la conjecture de Collatz.
Proposition 34. — Soit u un rationnel tel que φp,q(u) ne soit pas rationnel.
Le rayon de convergence de la série
g(T ) =
∑
n
pn+1un+1
qrn
T n
pour la métrique archimédienne est égal à 1. De plus
lim
n→∞
pu
1/n
n+1q
−rn/n =∞ 1.
Posons vn = p
n+1un+1q
−rn , il suffit d’étudier le quotient vn+1/vn.
On a
vn+1
vn
∈ {1, i
qun
, 0 ≤ i ≤ p− 1}
La limite de vn+1/vn vaut donc 1 dès que la suite un tend vers l’infini pour
la métrique archimédienne. De plus la suite vn+1/vn admettant une limite, la
suite pu
1/n
n+1q
−rn/n est convergente de même limite, ce qui donne le rayon de
convergence égal à 1 pour la métrique archimédienne.
Corollaire 35. — Si u est un rationnel tel que φp,q(u) n’est pas rationnel, la
série Su admet un rayon de convergence égal à
1
q , et la série Fψ, admet un
rayon de convergence supérieur ou égal à 1/q pour la métrique archimédienne.
Le rayon de convergence de la série Su est analogue au précédent, et l’inéga-
lité pour celui de Fψ provient de l’identité
qu
1− qT +
1
1− qT Fψ(T ) = Su(T ).
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Le developpement de Hensel de φp,q(u) codant le comportement de la suite
gnp,q(u), permet un certain contrôle sur la croissance de cette suite.
Définition 36. — Pour tout rationnel u non nul, notons H(u) le plus grand
entier relatif vérifiant pH(u)−1 ≤ |u| < pH(u).
Dire que u n’appartient pas à φ−1p,q(Q) se traduit par le fait que H(g
n
p,q(u)
tend vers +∞.
On introduit alors le plus grand entier r vérifiant qr−1 < pr. Notons f0(u) =
u
p et pour tout i dans {1, . . . , p − 1}, fi(u) = qu+ip . Alors si α0, . . . , αr−1 sont
les coefficients correspondant a une tranche T , on pose
fT = fαr−1 ◦ · · · ◦ fα0 .
Alors si la première tranche du développement de Hensel de φp,q(u) correspond
à T , f r(u) = fT (u). L’application fT est de la forme fT (u) =
qeT +βT
pr où eT
désigne le nombre de coefficients non nuls dans T , βT est un entier dépendant
que de T .
Si n est un entier soit m l’entier défini par les inégalités
rm ≤ ψ(n) ≤ r(m+ 1)
Regardons alors les m premières tranches Tk, 1 ≤ k ≤ m, de longueur r du
développement de Hensel. On note ℓi le nombre de tranches Tk dont exactement
i coefficients sont non nuls. Alors m =
∑r
i=0 ℓi, et si n =
∑r
i=0 iℓi alors
mr ≤ ϕ(n) ≤ r(m+ 1).
Proposition 37. — Il existe un entier M tel que pour tout u un rationnel
vérifiant H(u) > M , si T désigne la première tranche du développement de
Hensel de ϕp,q(u) alors


−r +H(u) ≤ H(f r(u)) ≤ H(u)− r, si eT = 0
eT − r +H(u) ≤ H(f r(u)) ≤ H(u) + eT + 1− r, si 0 < eT < r
H(u) + 1 ≤ H(f r(u) ≤ H(u) + 2, si eT = r.
On utilise le fait que f r(u) = fT (u) et les majorations
pH(fT (u)) >
qeT pH(u)−1
pr
et
qeT pH(u) + βT ≥ pH(fT (u))−1+r .
Il existe un entier M tel que que pour H(u) > M
qeT + βT p
−H(u)) ≥ pH(fT (u))−H(u)−1+r ⇔ qeT ≥ pH(fT (u))−H(u)−1+r .
On utilise alors la définition de r pour conclure.
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Corollaire 38. — Soit u un rationnel tel que pour tout entier n, H(un) > M ,
alors
n− rm+ ℓr ≤ H(f rm(u)−H(u) ≤ n+ (1− r)m+ ℓr − ℓ0.
Cela provient de la contribution de chaque tranche Tk.
Corollaire 39. — Si l’entier r correspondant au couple (p, q) est égal à 2,
alors
H(f rm(u) ≤ H(u) + 2(ℓ2 − ℓ0).
C’est le cas pour le couple (2, 3).
Théorème 40. — On suppose que le couple (p, q) vérifie p2 > q et p3 < q2.
Soit u un rationnel tel que φp,q(u) admet un développement de Hensel. Si la
quantité ℓ2 − ℓ0 correspondant à un découpage en tranche de longueur 2 reste
bornée supérieurement ,alors φp,q(u) est un rationnel.
En effet la hauteur de la suite gnp,q(u) est alors bornée.
Proposition 41. — Si u est un rationnel dont l’image par ϕp,q n’est pas ra-
tionnelle alors lim ℓrn ≤ log q−log plog p et lim ψ(n)n ≤ log qlog p . De plus on a l’implication
lim
ℓr
n
= 0⇒ lim ψ(n)
n
≥ r log q − log p
log p
.
En effet d’après l’étude du rayon de convergence de la série Su, on sait que
H(frm(u))+rm
n admet pour limite
log q
log p lorsque n tend vers l’infini. On en déduit
la majoration de lim ψ(n)n . La minoration de H(f
rm(u)) donne la majoration
de lim ℓrn , la majoration de H(f
rm(u)) donne la minoration de lim ϕnn sachant
que m ≤ 1rϕ(n) ≤ m+ 1.
On remarque que dans ce cas on obtient un encadrement du rayon de
convergence p-adique, ρp des séries Su et Fψ :
p ≤ ρp ≤ q
r
pr
.
L’encadrement sans l’hypothèse sur ℓr étant moins précis :
p ≤ ρp ≤ q.
On peut affiner la méthode pour avoir des renseignement sur la proportion
du nombre de coefficients non nuls du développement de Hensel de φp,q(u)
lorsque u est un rationnel n’appartenant pas à φ−1p,q(Q). On note nz(u, k) le
nombre de coefficients non nuls dans les k premiers termes du développement
de Hensel de ϕp,q(u).
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Proposition 42. — Soient p < q deux nombres premiers fixés. Pour tout
entier i on note αi = max{k ∈ N, pk < qi}. Alors pour tout entier m,
H(u) > m⇒ αnz(u,m) + 2−m ≤ H(um)−H(u) ≤ αnz(u,m) −m− 1
En effet on a pour um ≤ 1pm [qnz(u,m)u+ q
nz(u,m)−pnz(u,m)
q−p (p−1)pm+1−nz(u,m)].
D’où pour
H(u) ≥ m⇒ pH(fm(u))−1+m < qnz(u,m)pH(u)+1
et
H(fm(u))−H(u) ≤ αnz(u,m + 2−m.
La minoration s’obtient de façon analogue.
Donnons enfin un résultat sur le comportement en moyenne de la quantité
H(fm(u))−H(u).
Il y a modulo pm, (p − 1)i(mi ) classes dont le développement de Hensel
à exactement i coefficients non nuls parmi les m premiers coefficients. La
moyenne de H(fm(u))−H(u) sur les classes modulos pm peut donc s’encadrer
en utilisant le fait que φp,q induit une bijection sur les classes modulo p
m, et
l’encadrement précédent.
Théorème 43. — Soit m un entier positif. Soit Em un ensemble de représen-
tant des classes modulo 2m, dont les éléments vérifient H(u) > m. On note
M(Em) la moyenne des quantité H(um)−H(u) lorsque u parcourt Em. Alors
m(
p− 1
p
log q
log p
− 1)− 2 ≤M(Em) ≤ m(p− 1
p
log q
log p
− 1) + 2
Il s’agit d’estimer 1pm
∑m
i=0
(m
i
)
(p− 1)iαi. On sait que
i
log q
log p
− 1 ≤ αi ≤ i log q
log p
,
comme m(X + 1)m−1X =
∑m
i=0
(
m
i
)
iXi, on obtient l’encadrement voulu.
Corollaire 44. — Si qp−1 < pp alors M(Em) est négatif. Le couple (p, q) est
un bon candidat pour vérifier φp,q(Q) = Q.
Des essais numériques semblent aller dans cette direction, et écarter les
couples (p, q) ne vérifiant pas cette inégalité.
6. Généralisation à d’autres anneaux
6.1. Cas des anneaux d’entiers. — Dans cette partie on se place dans
le cas d’un anneau d’entiers algébriques monogène, c’est à dire de la forme
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OK = Z[θ]. On sait [Kov81] qu’un tel anneau admet un système de numération
canonique, c’est à dire qu’il existe α dans l’anneau, tel que
OK = {
n∑
i=0
aiα
i, n ∈ N, 0 ≤ ai ≤ |NK/Q}(α)|
Si α est tel que p = NK/Q(α) est un nombre premier et donne un système
de numération canonique, on peut pour tout nombre entier strictement positif
q minorant l’ensemble des valeurs absolues des conjugués de α, considérer la
fonction
gα,q(u) =


u
α
, si α|u
qu+ ǫ(−qu)
α
, sinon
Où ǫ(u) désigne l’unique entier cmpris entre 0 et p − 1, tel que u − ǫ(u) soit
divisible par α.
Par construction de gα,q, et du fait du choix de q, qui permet de controler la
taille de l’image par gα,q d’un élément, la suite des itérés g
m
α,q(u) est ultimement
périodique. On obtient donc le résultat suivant :
Théorème 45. — Soient ψ une fonction de N dans N, et ai une suite d’élé-
ments de {1, . . . p − 1}. La série entière G(T ) = ∑∞n=0 anαψ(n)T n est une
fraction rationnelle si et seulement si l’élément G(1q ) du complété Kα de K en
(α) est dans K.
6.2. Cas de l’anneau des séries formelles Fq[[T ]]. — On considère l’ap-
plication S définie sur Fq[[T ]] par :
f 7→
{
f
T , si f(0) = 0
(1+T )f−f(0)
T , sinon
Et la transformation φ sur Fq[[T ]], définie par
φ(f) =
∞∑
n=0
Sn(f)(0)T n.
Notons pour une série
∑∞
n=0 anT
n, rn(f) le nombre de coefficients non nuls
d’indice inférieur ou égal à n.
Proposition 46. — La transformation φ est une isométrie de Fq[[T ]], d’iso-
métrie réciproque :
φ−1(
∞∑
n=0
anT
n) =
∞∑
n=0
an
T n
(1 + T )rn(f)
.
Démonstration. — La démonstration est analogue à celle faite pour Zp.
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Si on associe à une fraction rationnelle sous forme irréductible P/Q de
Fp[[T ]] sa hauteur H(P/Q) = max{degP,degQ}, l’opérateur S vérifie na-
turellement H(S(P/Q)) ≤ H(P/Q). Or l’ensemble des fractions rationnelles
de hauteur bornée est fini, donc la suite Sn(f) est périodique si et seulement
si f est une fraction rationnelle.
2
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p q u Cycle de périodes entières
2 3 -17 -25,-37,-55,-82,-41,-61,-91,-136,-68,-34,-17
3 11 -25 -91,-333,-111,-37,-135,-45,-15,-5,-18,-6,-2,-7,-25
3 13 -47 -203,-879,-293,-1269,-423,-141,-47
5 7 -32 -44,-61,-85,-17,-23,-32
5 13 -2 -5,-1,-2
7 17 -9 -21,-3,-7,-1,-2,-4,-9
7 19 -13 -35,-5,-13
11 13 -17 -20,-23,-27,-31,-36,-42,-49,-57,-67,-79,-93,-109,-128,-151,-178, -210,-248,-293,-346,-408,-482,-569,
-672,-794,-938,-1108,-1309,-119,-140,-165 ,-15,-17
11 19 -13 -22,-2,-3,-5,-8,-13
11 37 -13 -43,-144,-484,-44,-4,-13
13 19 -10 -14,-20,-29,-42,-61,-89,-130,-10
13 47 -10 -36,-130,-10
17 29 -13 -22,-37,-63,-107,-182,-310,-528,-900,-1535,-2618,-154,-262,-446, -760,-1296,-2210,-130,-221,-13
17 37 -8 -17,-1,-2,-4,-8
17 41 -21 -50,-120,-289,-17,-1,-2,-4,-9,-21
17 73 -4 -17,-1,-4
19 29 -41 -62,-94,-143,-218,-332,-506,-772,-1178
19 83 -74 -323,-17,-74
23 29 -15 -18,-22,-27,-34,-42,-52,-65,-81,-102,-128,-161,-7,-8,-10,-12, -15
23 53 -20 -46,-2,-4,-9,-20
29 47 -13 -21,-34,-55,-89,-144,-233,-377,-13
37 47 -19 -24,-30,-38,-48,-60,-76,-96,-121,-153,-194,-246,-312,-396,-503, -638,-810,-1028,-1305,-1657,-2104,
-2672,-3394,-4311,-5476,-148,-4,-5,-6, -7,-8,-10,-12,-15,-19
41 53 -23 -29,-37,-47,-60,-77,-99,-127,-164,-4,-5,-6,-7,-9,-11,-14, -18,-23
47 83 -17 -30,-52,-91,-160,-282,-6,-10,-17,-30,-52,-91,-160,-282,-6,-10, -17
71 97 -13 -17,-23,-31,-42,-57,-77,-105,-143,-195,-266,-363,-495,-676,-923, -13
73 97 -23 -30,-39,-51,-67,-89,-118,-156,-207,-275,-365,-5,-6,-7,-9,-11, -14,-18,-23
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